
《数学之友》 2009年第2O期 

愚 
解 索 

正三角形的一个重要性质 

吴青昀 

(江苏省常州高级中学，213003) 

正三角形有一个非常重要的用复数表示的性 

质： 

为了叙述方便 ，本文就以点对应的字母表示该 

点所对应的复数． 

首先⋯叙述一些关于复数的基本知识：两个三 

角形△z z]和△U 同向相似的充分必要条 

数表 达就 是 ： ， = 

J ． U1 1--1 I 

，整理后可以 l z：u2 1 
；z3 c，， l l 

若△z。z z 是正三角形 ，则它相似于以 1的立 

方根为顶点 的 △ 珊  ，其 中 E=1，W对应 = 

I Z， 1 1 1 

即有：1 z： l I：0． z l 
Z。 ∞ 1 f I 。 ∞ I 

利用 =1还可以将它改写成： 

z L+coz2+ Zs：0． 

于是△z Z Z。是正三角形的充要条件就是： 

Zl+∞Z2+∞ Z3=0． (术) 

运用( )可以轻而易举地证明一些关于正三 

角形的著名定理，读者不妨借此感受一下( )的威 

力，这些定理的纯平面几何做法似乎还颇不容易，例 

如： 

Echols 1：如果△z 和△ c，2 都是正三 

角形 ，则线段 z ，Z2 ， 的中点构成的三角 

形也是正三角形． 

Echols 2：假如 △zlZ2z3，A U1 ，A V1 

都是正三角形，则△Z z z3，△ ，△ 的 

重心构成正三角形． 

下面看两个竞赛中的例子： 

例 1 (2008年女子数学奥林匹克)在凸四边 

形ABCD的外部分别作正三角形 ABQ，正三角形 

BCR，正三角形 CDS，正三角形DAP，记四边形ABCD 

的对角线之和为 ，四边形 PQRS的对边中心连线之 

和为 Y，求上的最大值． 

分析：此题的难度就在 

于四边形 PQRS的中点的连 

线很难用一个明确的量来刻 

画，P，Q，R，S四点飘浮在空 

中，让人难 以下手．事实上， 

标准答案取了许多个 中点， 

添了许多条辅助线，还相当 

于把 Echols定理证明了一遍，才费力地解决了这个 

题．然而，这个题所具备的条件，恰恰是非常适合使 

用性质( )的．请看下面的解答，可以算是相当简 

洁明了的，而且用为代数方法，这也几乎没有什么运 

算量． 

解：如图，设 PQ的中点为 U，QR的中点为 y，尺 

的中点为 ，SP的中点为 由题意，用( )将条件 

转化成复数语言，即知： 

Q：一Ato—Bw 
： 一 Bw —Cw 

S= 一Co 一 

P = 一Dw —AoJ。 

于是 ： 

：  = 一  
生 噬

， 

：  ： 一 (里± 2 ±( ± 2 ： 
2 2 

故lu—VI：-~I(A+D—B—c)cc，+(A+B—C—O)oY1． 
M~_C_lX—YI： 1 l(A+B

— C—D)(。+(B+C— 

A—D) 1． 

于是有 Y=I — I+l —yl 

=  
1 l(A+D

— B—C) +(A+B—C 

— D)∞ I十 I(A+B—C—D) + 

(B+C—A—D) I 

≤÷I(1+ )( —c)I+÷I(1一 ) 

(B—D)I+÷I(1+ )(B—D)I+ 
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1 l(1
一  )( 一c)l 

：  [1(A—c)I+I(B—D)I] 

1+d3 
= — —  — —  

· 

即上≤ ． 
Z 

等号当A—C上B—D，即AC上BD时成立， 

故考最大值为L ． 
例 2 如 图， 

AABC的最大内角小 

于 120。，F是 AABC 

的 Fermat点， ， ， 

分别是AFBC，△FAC，AFAB的九点圆圆心，求 

证：A Vc是正三角形，且 ， ， ， 四点共 

圆． 

分析：题目的难度在于 ， ， ，F是很玄乎 

的4个点． 

似乎这道题除了问题中的△ 是正三角 

形外就和正三角形没有关系了，那么怎么用 ( ) 

呢?其实仔细考虑 Fermat点的性质可以知道，它和 

以AABC的三边向外作出的正三角形有关，而且这 

三个 正三 角 形 的外 心，恰 恰 是 对应 的 AFBC， 

AFAC，AFAB的外心，考虑到三角形的九点圆圆心 

是三角形外心和垂心连线的中点，这就启示我们应 

该要作出分别以AABC的三边为一条边的向外的正 

三角形． 

证明：如 图，以 AC为一边 向外作正三角形 

ACB ，并记AACB 的外心为 0 ．以 F为原点，建立 

复平面，用各点的字母表示各点所对应的复数． 

由条件和( )，B =一 =一( + )． 
( 

于是D ：生  
． 

J 

注意到 F，A， ，c四点共圆，故AFAC的外心 

所对应的复数就是 0 ： ． 

下面求AFAC的垂心 所对应的复数： 

FH 8=FOB+08H8 

W---FO B七o 8A+0 BC+O BF 

=0BA +0BC． 

· 60· 

故有H8+ +c一20 ： ． 

于是 = = 

同理 = ， 

=  
， 

V8+wVA+ = (1+ +w2)(A+B+c)=Q 

故A 是正三角形． 

于是 =60。． 

因此 F， ， ，vc四点共圆甘 F =120。． 

设 B： ，C=，砌B， 

则 B=kwA，C=m A． 

由图可知l B l>I CI>IA l， 

故 k>0，0<m<1，mk>1． 

而 v,Fv,=arg YB 

2A +2C+f ，+ ， 、 
_arg 

rg 
2A 2C 1． C o r + +( + )1 

一  

n，一 mk一1、 
g—Bo)—

- C 

-a rgwg rg 20o． _l_2U ‘ 

因此 F， ， ， 四点共圆． 

总结：△z1Z2Z3是正三角形{ z1+toZ2+ Z3=Q 

这是解决和正三角形相关问题的一个不错的选 

择，遇到一些与正三角形有关的题时，它有着很大的 

威力．当您在解题时感觉无从下手的时候，不妨试试 

这个方法，有时候它会起到令人意想不到的效果． 
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